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答案取决于解的形式

• 经典例⼦：解=根式解       复杂度由伽罗瓦群测量：如果伽罗瓦群不可解，那么根式解不存在 

• 今天考虑：解=算法解       复杂度由拓扑复杂度（topological complexity）测量：如果拓扑复杂
度⼤，那么简单的算法解不存在。[Smale, 1987]
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[Smale, 1987] 
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[Smale, 1987] 
Root(ε): 寻找n次多项式的根，允许ε>0误差。 
对于任意⾜够⼩的ε>0， 
TC(Root(ε))> (log_2(n))^{2/3}. 

后续改进下界的⼯作： 
Vassiliev 1989, 
DeConcini-Procesi-Salvetti 2004, 
Arone 2006.

定理
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定理1 [陈-万喆彦, 2023] 
CubicFlex(ε): 寻找三次曲线的9个拐点，允许ε>0误差。 
当ε⾜够⼩，TC(CubicFlex(ε)) ≥ 7。
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定理2 [陈-古星, 2024]  
QuarticFlex(ε): 寻找四次曲线上的24个拐点，允许ε>0误
差。 
QuarticBitangent(ε): 寻找四次曲线上的28条双切线，允
许ε误差。 
CubicSurfaceLine(ε): 寻找三次曲⾯上的27条直线，允许
ε误差。 

当ε⾜够⼩，TC(QuarticFlex(ε)) ≥ 8 
TC(QuarticBitangent(ε)) ≥ 8 
TC(CubicSurfaceLine(ε)) ≥ 15.
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当ε⾜够⼩，TC(QuarticFlex(ε)) ≥ 8 
TC(QuarticBitangent(ε)) ≥ 8 
TC(CubicSurfaceLine(ε)) ≥ 15.

枚举问题不存在简单的算法解！
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> X的覆叠数（covering number or Schwarz 
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当ε⾜够⼩，TC(CubicFlex(ε)) ≥ 7。

引理1 [陈-万喆彦, 2023] 
令X={光滑三次曲线C},  
Y={(C,p) | p为C上的⼀个拐点}, 
那么g(Y/X)≥ 8. 
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引理2 [陈-古星, 2024]  
对于问题QuarticFlex，有g(Y/X) ≥ 9 
对于问题QuarticBitangent，有g(Y/X) ≥ 9 
对于问题CubicSurfaceLine，有g(Y/X) ≥ 16. 
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定理A[Schwarz, 1966]：令Y —> X为覆盖。那么k ≥ g(Y/X) 当且仅当纤维丛Y_k —> X有连续截⾯。

定理B[Schwarz, 1966]：令Y —> X为正规覆盖，且对称群为G。令 cl: X —> BG 为其分类映射， 

那么
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